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1. Bei der zu betrachtenden Differentialgleichung
y =ze'y (*0)

handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit der stetigen Funktion

xT

a:R—=>R, a(x)=uze".
Mit Hilfe partieller Integration ergibt sich
/a(m)dx:/:n - et dr=_x -ex—/l - et dx
< =~ S = = =~
u(z) o' (x) u(z)  v(x) w(z) v(z)
= xegg—/exdx::rez—ex—i—C: (x—1)e"+C,
so dafl etwa
A:R—=R, A(z)=(x—-1)e",
eine Stammfunktion von a ist; folglich ist

($71)€z7

oo(x) = cet® = ce z eR,,

fiir beliebiges ¢ € R, die allgemeine Lésung von (xg). Wir haben nun diejenigen ¢ € R zu bestimmen,
fiir die die Losungsfunktion ¢. den Wertebereich ¢.(R) = [1, 0o besitzt; wegen

>0, fiire>0,

pe(x) =c- ele=bet | 0, firc=0,
>0 <0, fiirec<0,

fiir alle z € R kommen hierfiir lediglich positive Werte ¢ > 0 in Frage. Damit ist

/ . @—1er ) <0, fiir alle z < 0,
pe(r) = a(z) - pc(x) =2 " -ce
N~ —~—"| >0, fiirallez >0,
>0 >0
so dafl ¢, auf |—o0, 0] monoton fallend und auf [0, co| monoton wachsend ist; fiir alle z € R ergibt
sich demnach .
Soc(x) > 900(0) = 06(071)6 =ce !

1

und folglich zunéchst p.(R) C [c e !, oo[. Fiir ,D%“ seiy € [ce* ,oo[; es ist ¢.(0) = ce™! <y, und

wegen
— . — . x

pe(x)=_c_exp((z—1)- € ) 2 >
>0 500 —+o0

—00



gibt es ein b > 0 mit y < ¢.(b), so da fiir die stetige Funktion ¢cjo s nach dem Zwischenwertsatz
ein £ € [0,b] mit ¢.(£) = y existiert, es ist also y € p.(R). Zusammenfassend ist

ve(R) = [ce_l,oo[ mit . (R) =[l,00] <= ce ' =1 <= c=g¢;

damit ist

Ve :R—= R, @e(r)=1¢e- ple—De” _ el+(x—1)ez7

die gesuchte Losungsfunktion von (xq).

. Wir bestimmen zuerst die allgemeine Losung der DGL

y 2@

V@) ()

Dabei handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung v’ = a(z)y+b(x)
mit den stetigen Funktionen

a: R—=R, a(x)= und b: R—=R, bz)=d(z).

Allgemeine Losung der homogenen DGL (%),
wobei

Y. (*0)-

Da
A:R—=R, A(z)=Ih|a(z)] = In(a(x)),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen
0o R R, po(z) =ce® = ce™@) = ca(z),

mit ¢ € R beliebig, die allgemeine Losung von (k) dar.

Partikulére Losung ¢, von (x):

Eine partikulire Losung ¢, : R — R von () bekommen wir durch den Ansatz ¢, (z) = u(x) - e4®),

Dabei ist © eine Stammfunktion zu
o/ () o/ ()

h(z) = b(z)e @) = o (z)e” @) = = , rT€eR,

@) ~ a(z)

also (z.B.)
u(z) = In(a(z)), zeR.

A@) = In(a(z)) - a(z), = € R, eine partikulire Losung von ().

Damit ist also ¢,(x) = u(x) - e
Allgemeine Losung von (x):

Nach 2.4 ist dann

o(z) = pe(x) + pp(z) = ca(z) + In(a(z)) - a(z), z € R,

mit ¢ € R beliebig, die allgemeine Losung von ().



Losung des AWP:

Wir bestimmen die noch freie Konstante ¢ € R so, dafi ¢(0) = 1 gilt; wegen

0(0) =1 < 1=ca(0)+In(a(0) - a(0) LT c4m(1) 1 = c=1

ist
o(x) = a(z) + In(a(x)) - a(z), =z eR,

die (maximale) Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

. Bei

y/ — T Y — T . oY

handelt es sich um eine Differentialgleichung v’ = h(x) - g(y) mit getrennten Variablen mit den
stetigen Funktionen

h:R — R, h(z)=¢€% und ¢g:R — R, g(y)=e".

Wegen ¢(y) # 0 fiir alle y € R ist die Bedingung i) aus 2.8 erfiillt und es gibt nach 2.8 fiir jeden
Punkt (z0,y0) € R? eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : D, — R mit ¢(x) = yo. Wir trennen
die Variablen und formen &quivalent um:

d
ﬁ =e"-eY
/ey dy = /ex dx
ey =e"+c (fiir eine Konstante ¢ € R)
y =1In(e” + ¢)

Damit ist die allgemeine Lésung
¢:D, — R, ¢(z)=1In(e"+c¢) mit ¢ € R,

wobei

R , fire>0
Dy = ..
|In(—c),00[ , fire<D0.

. Es handelt sich um eine Differentialgleichung 3’ = h(x) - g(y) mit getrennten Variablen mit den
stetigen Funktionen

1
142y

1
h:R—R, h(z)=—-(1+2z), und g:}—Q,oo[—)R, 9(y)

Wegen g(y) # 0 fiir alle y > —% ist die Bedingung i) aus 2.8 erfiillt und es gibt zum Punkt (0,0) € B
eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : D, — R mit ¢(0) = 0. Wir trennen die Variablen und formen
dquivalent um:

dy —, 142z
de VT 142y

/(1+2y)dy:/—(1+2x)da:

y+1y°=—(z+2%) +c (fiir eine Konstante ¢ € R) .




Wir beriicksichtigen gleich die Anfangsbedingung y(0) = 0: Wegen
y(0)=0 < 0+0°=—(0+0*)+c <> 0=—-0+c <> c=0
erhélt man damit weiter
y+yt=—(z+2?)

1 1
v 4y + 1 1° —(x +2?) (quadratische Ergéinzung)

b -3

1 1 1
y+=-=+4/-— (z+2?) (“+“ wegen y+ = > 0)
2 4 2

Y 5 g (@+e

Wir bestimmen nun das maximale Definitionsintervall: Nachdem die Wurzelfunktion zwar auf RE{
definiert und dort stetig, aber nur auf R™ differenzierbar ist, enthiilt das maximale Losungsintervall
alle z € R, fiir die der Radikand positiv ist; alternativ kann man auch so begriinden: weil y + % >0

muf} auch w/% —(z+22) >0, also % — (3: + x2) > 0 gelten. Wegen

1 ) ) 1 ) 1 2
Z—(:c+x)>0<:>f>x+:n = o>qtrtr=(5+e
— <-—4z< L L 1 <z < 1+ L
e eIy I S R T
V2 o2 V2 2 V2 2 V2
ist also
1, N1 5
¢:D, — R, <p($)=—§+ 1—(x+x),

die maximale Losung des gestellten Anfangswertproblems.

; _ | =1=v2 =142
mit DW—} 3, =g



