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1. Bei der zu betrachtenden Differentialgleichung

y′ = x ex y (∗0)

handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit der stetigen Funktion

a : R → R, a(x) = x ex.

Mit Hilfe partieller Integration ergibt sich∫
a(x) dx =

∫
x︸︷︷︸

u(x)

· ex︸︷︷︸
v′(x)

dx = x︸︷︷︸
u(x)

· ex︸︷︷︸
v(x)

−
∫

1︸︷︷︸
u′(x)

· ex︸︷︷︸
v(x)

dx

= x ex −
∫

ex dx = x ex − ex + C = (x− 1) ex + C,

so daß etwa
A : R → R, A(x) = (x− 1) ex,

eine Stammfunktion von a ist; folglich ist

φc(x) = c eA(x) = c e(x−1)ex , x ∈ R, ,

für beliebiges c ∈ R, die allgemeine Lösung von (∗0). Wir haben nun diejenigen c ∈ R zu bestimmen,
für die die Lösungsfunktion φc den Wertebereich φc(R) = [1,∞[ besitzt; wegen

φc(x) = c · e(x−1)ex︸ ︷︷ ︸
>0


> 0, für c > 0,

= 0, für c = 0,

< 0, für c < 0,

für alle x ∈ R kommen hierfür lediglich positive Werte c > 0 in Frage. Damit ist

φ′
c(x) = a(x) · φc(x) = x · ex︸︷︷︸

>0

· c e(x−1)ex︸ ︷︷ ︸
>0

{
≤ 0, für alle x ≤ 0,

≥ 0, für alle x ≥ 0,

so daß φc auf ]−∞, 0] monoton fallend und auf [0,∞[ monoton wachsend ist; für alle x ∈ R ergibt
sich demnach

φc(x) ≥ φc(0) = c e(0−1)e0 = c e−1

und folglich zunächst φc(R) ⊂
[
c e−1,∞

[
. Für

”
⊃“ sei y ∈

[
c e−1,∞

[
; es ist φc(0) = c e−1 ≤ y, und

wegen
φc(x) = c︸︷︷︸

>0

· exp
(
(x− 1)︸ ︷︷ ︸

→∞

· ex︸︷︷︸
→+∞

)
︸ ︷︷ ︸

→∞

−→
x→∞

∞



gibt es ein b > 0 mit y ≤ φc(b), so daß für die stetige Funktion φc|[0,b] nach dem Zwischenwertsatz
ein ξ ∈ [0, b] mit φc(ξ) = y existiert, es ist also y ∈ φc(R). Zusammenfassend ist

φc(R) =
[
c e−1,∞

[
mit φc(R) = [1,∞[ ⇐⇒ c e−1 = 1 ⇐⇒ c = e;

damit ist
φe : R → R, φe(x) = e · e(x−1)ex = e1+(x−1)ex ,

die gesuchte Lösungsfunktion von (∗0).

2. Wir bestimmen zuerst die allgemeine Lösung der DGL

y′ =
α′(x)

α(x)
· y + α′(x). (∗)

Dabei handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung y′ = a(x)y+b(x)
mit den stetigen Funktionen

a : R → R, a(x) =
α′(x)

α(x)
und b : R → R, b(x) = α′(x).

Allgemeine Lösung der homogenen DGL (∗0),
wobei

y′ =
α′(x)

α(x)
· y. (∗0).

Da
A : R → R, A(x) = ln |α(x)| = ln(α(x)),

eine Stammfunktion von a ist, stellt die Gesamtheit der Funktionen

φc : R → R, φc(x) = c eA(x) = c eln(α(x)) = c α(x),

mit c ∈ R beliebig, die allgemeine Lösung von (∗0) dar.
Partikuläre Lösung φp von (∗):

Eine partikuläre Lösung φp : R → R von (∗) bekommen wir durch den Ansatz φp(x) = u(x) · eA(x).
Dabei ist u eine Stammfunktion zu

h(x) = b(x)e−A(x) = α′(x)e− ln(α(x)) =
α′(x)

eln(α(x))
=

α′(x)

α(x)
, x ∈ R,

also (z.B.)
u(x) = ln(α(x)), x ∈ R.

Damit ist also φp(x) = u(x) · eA(x) = ln(α(x)) · α(x), x ∈ R, eine partikuläre Lösung von (∗).
Allgemeine Lösung von (∗):
Nach 2.4 ist dann

φ(x) = φc(x) + φp(x) = cα(x) + ln(α(x)) · α(x), x ∈ R,

mit c ∈ R beliebig, die allgemeine Lösung von (∗).



Lösung des AWP:

Wir bestimmen die noch freie Konstante c ∈ R so, daß φ(0) = 1 gilt; wegen

φ(0) = 1 ⇐⇒ 1 = cα(0) + ln(α(0)) · α(0) α(0)=1
= c+ ln(1) · 1 ⇐⇒ c = 1

ist
φ(x) = α(x) + ln(α(x)) · α(x), x ∈ R,

die (maximale) Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.

3. Bei
y′ = ex−y = ex · e−y

handelt es sich um eine Differentialgleichung y′ = h(x) · g(y) mit getrennten Variablen mit den
stetigen Funktionen

h : R −→ R, h(x) = ex, und g : R −→ R, g(y) = e−y.

Wegen g(y) ̸= 0 für alle y ∈ R ist die Bedingung i) aus 2.8 erfüllt und es gibt nach 2.8 für jeden
Punkt (x0, y0) ∈ R2 eine eindeutig bestimmte Lösung φ : Dφ → R mit φ(x0) = y0. Wir trennen
die Variablen und formen äquivalent um:

dy

dx
= ex · e−y∫

ey dy =

∫
ex dx

ey = ex + c (für eine Konstante c ∈ R)
y = ln(ex + c)

Damit ist die allgemeine Lösung

φ : Dφ −→ R, φ(x) = ln(ex + c) mit c ∈ R,

wobei

Dφ =

{
R , für c ≥ 0

] ln(−c),∞[ , für c < 0.

4. Es handelt sich um eine Differentialgleichung y′ = h(x) · g(y) mit getrennten Variablen mit den
stetigen Funktionen

h : R → R, h(x) = −(1 + 2x), und g :

]
−1

2
,∞

[
→ R, g(y) =

1

1 + 2 y
.

Wegen g(y) ̸= 0 für alle y > −1
2 ist die Bedingung i) aus 2.8 erfüllt und es gibt zum Punkt (0, 0) ∈ B

eine eindeutig bestimmte Lösung φ : Dφ → R mit φ(0) = 0. Wir trennen die Variablen und formen
äquivalent um:

dy

dx
= y′ = −1 + 2x

1 + 2y∫
(1 + 2y) dy =

∫
−(1 + 2x) dx

y + y2 = −(x+ x2) + c (für eine Konstante c ∈ R) .



Wir berücksichtigen gleich die Anfangsbedingung y(0) = 0: Wegen

y(0) = 0 ⇐⇒ 0 + 02 = −
(
0 + 02

)
+ c ⇐⇒ 0 = −0 + c ⇐⇒ c = 0

erhält man damit weiter

y + y2 = −(x+ x2)

y2 + y +
1

4
− 1

4
= −(x+ x2) (quadratische Ergänzung)(

y +
1

2

)2
=

1

4
− (x+ x2)

y +
1

2
= +

√
1

4
− (x+ x2) (“+“ wegen y +

1

2
> 0)

y = −1

2
+

√
1

4
− (x+ x2).

Wir bestimmen nun das maximale Definitionsintervall: Nachdem die Wurzelfunktion zwar auf R+
0

definiert und dort stetig, aber nur auf R+ differenzierbar ist, enthält das maximale Lösungsintervall
alle x ∈ R, für die der Radikand positiv ist; alternativ kann man auch so begründen: weil y+ 1

2 > 0

muß auch
√

1
4 − (x+ x2) > 0, also 1

4 −
(
x+ x2

)
> 0 gelten. Wegen

1

4
−

(
x+ x2

)
> 0 ⇐⇒ 1

4
> x+ x2 ⇐⇒ 1

2
>

1

4
+ x+ x2 =

(
1

2
+ x

)2

⇐⇒ − 1√
2
<

1

2
+ x <

1√
2

⇐⇒ −1

2
− 1√

2
< x < −1

2
+

1√
2

ist also

φ : Dφ −→ R, φ(x) = −1

2
+

√
1

4
− (x+ x2),

mit Dφ =
]
−1−

√
2

2 , −1+
√
2

2

[
die maximale Lösung des gestellten Anfangswertproblems.


